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ПРИМЕНЕНИЕ КАНОНИЧЕСКИХ НОРМ МАТРИЦ ДЛЯ АНАЛИЗА  
СХОДИМОСТИ ИТЕРАЦИОННЫХ ПРОЦЕССОВ 
Бруцкий-Стемпковский Н.А. 
Научный руководитель - м.т.н., старший преподаватель Волков А.А. 
Итерационные методы - это численные и приближенные методы решения 
систем уравнений. Суть метода заключается в нахождении по приближенному 
значению величины следующего значения, которое является более точным. 










X  - вектор значений величины, полученный на k-той итерации. 
Для того, чтобы решить систему уравнений итерационным методом, 
необходимо построить рекуррентное соотношение вида 
( )X X  







В общем виде система уравнений имеет вид 
.X X     
Для сходимости итерационного процесса решения системы, 
подготовленной к итерациям и приведенной к виду X X    , необходимо и 
достаточно, чтобы наибольшее по модулю собственное значение матрицы α, 
подготовленной к итерационному процессу, было меньше 1 
max .1  
Однако нахождение собственных значений - трудоемкий процесс. Для 
этого необходимо от каждого элемента, находящегося на главной диагонали, 
отнять некоторые λi и найти их, прировняв определитель данной матрицы к 
нулю. 
Вместо собственных значений матрицы можно использовать более 
доступные величины - канонические нормы, а именно l, m или k-норму 
Доказано, что любая из этих канонических норм больше любого из 
собственных значений λi [1]. 
l -норма - наибольшая из сумм элементов всех строк матрицы. 
m -норма - наибольшая из сумм элементов всех столбцов матрицы. 
k -норма - корень из суммы квадратов всех элементов матрицы (Евклидова 
норма). 
Отыскание норм матрицы можно применить для решения системы 
уравнений режима электрической сети методом Ньютона [2]. В этом методе 
нелинейная система уравнений заменяется линейной. Коэффициенты в системе 
так же, как и значения напряжений в узлах, уточняются на каждой итерации. В 
этом и заключается вся сложность. Даже у заведомо расходящегося 
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итерационного процесса в начале и собственные значения матрицы 
коэффициентов, и её нормы могут быть по модулю меньше единицы. 
В программе Mathcad отыскание собственных значений и норм матрицы 
реализовано с помощью встроенных функций: 
eigenvals(M) - возвращает вектор собственных значений матрицы М. 
norm1(M) - возвращает наибольшую из m и l-норм матрицы М. 
norme(M) - возвращает Евклидову норму матрицы М.  
Аргументом всех функций является квадратная матрица М. 
Пример реализации алгоритма решения системы уравнений методом 
Ньютона: 
 
В результате мы получаем матрицу В, у которой количество строк равно 
количеству узлов без балансирующего, а количество столбцов равно 
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количеству итераций, умноженное на 4. За одну итерацию алгоритм заполняет 
сразу 4 столбца. В первый записываются напряжения в узлах в алгебраической 
форме, во второй - собственные значения матрицы Якоби, третий - наибольшая 
из m и l-норм матрицы, четвертый - Евклидова норма матрицы. 




Рассчитаем режим электрической сети с различными коэффициентами 
утяжеления по нагрузке. 
 
Рисунок 1 - Схема электрической сети с нумерацией узлов и ветвей, сопротивления 
ветвей 
 
Расчет выполним в программах MathCad и RASTR. 




При номинальной нагрузке итерационный процесс сошелся за 4 итерации. 
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Также видно, что на каждой итерации собственные значения матрицы и 




По данным напряжениям и сопротивлениям были получены следующие 
токи в ветвях, кА: 
 
 




Результаты расчета режима электрической сети в программе RASTR 
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Рисунок 2 - Результаты расчета в RASTR при номинальной нагрузке 
 
При увеличении нагрузки в узлах 6 раз итерационный процесс сходится за 
37 итераций. 
 
На каждой итерации собственные значения матрицы и ее канонические 
нормы не превышают единицу по модулю: 
 
Напряжения в узлах: 
 
Результаты расчета режима электрической сети в программе RASTR 
представлены на рисунке 3. 
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Увеличив нагрузку в 6,1 раза, мы получили, что на 66 итерации и 
собственные значения матрицы, и канонические нормы превысили единицу по 
модулю. Итерационный процесс расходится. 
 
При расчете режима с такими нагрузками программа RASTR выдает 
сообщение о критическом снижении напряжения в одном из узлов и 




Рисунок 4 - Результаты расчета в RASTR режима с нагрузкой выше предельной 
 
По результатам проведенных расчётов можно отметить: 
- метод Ньютона очень удобен при расчетах стационарных режимов сети. 
Дает быструю и устойчивую сходимость, что дает возможность точно и 
надежно определять параметры номинальных, а также тяжелых и близких к 
предельным режимов; 
- для ускорения расчетов расходящихся итерационных процессов вместо 
определения собственных значений можно определять канонические нормы 
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